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OZET

Bu caligmada, ¢ok katli fiber kompozit silindirlerin denge denklemleri ayni anda etkiyen burulma, eksenel yiik
ve dig basing yiiklemeleri altinda burkulma analizi i¢in incelenmistir. Denge denklemleri, Klasik ve Birinci
Mertebeden Kayma Deformasyon Teorilerine gore olmak iizere her ikisi i¢inde, iki grup c¢ikarimlarda matris
formunda elde edilmislerdir. Bu denklemlerin her birinde, baslangic gerilme yiiklemelerinin etkisi dikkate
alinmistir. Biitiin bu ifadeler, ii¢ degisik yliklemenin ayni anda etkidigi fiber kompozit silindirin denge
denklemleridir. Daha 6nce tanimlanmis olan iki ana teoriye gore ¢ozlimleme yapabilmek i¢in, yerdegistirmeler
cinsinden elde edilen denge denklemleri ilgili yaklasik seri agilimlari ile birlikte kullanilarak tanimlanmiglardir.
Elde edilen ifadeler, 6zdeger probleminin sikigtiritlmis matris formunu veren sekliyle goriilmiislerdir.

Anahtar Kelimeler: Burkulma, ortotropik, fiber kompozit, denge denklemleri, 6zdeger-problemi, silindir.

DERIVATIONS OF BUCKLING EQUATIONS FOR
THE MULTILAYERED FIBER COMPOSITE TUBULAR CYLINDERS
UNDER TORSION AXTAL COMPRESSIVE LOAD AND EXTERNAL PRESSURE

ABSTRACT

In this study, equilibrium equations of multi-layered fiber composite cylinders under combined torsion, axial
force and external pressure were examined for buckling analysis. Equations of equilibrium were obtained for
both Classical and First Order Shear Deformation Theories in the two groups of derivations as matrix equation.
In each of these equations, initial stress loading was included. All of these expressions are the equilibrium
equations of fiber composite cylinder in which the three different type of loadings are acting simultaneously. In
order to obtain the solutions corresponding to the previously described two main theories, displacement based
equilibrium equations have been used by defining them with the related approximated series expansions.
Equations appeared to be seen in the compressed matrix form of an eigenvalue problem.

Keywords: Buckling, orthotropic, fiber composite, equilibrium equations, eigenvalue-problem, cylinder.

1. GIRIiS

Kompozit malzemelerden  yapilmig  silindirik
yapilarin degisik yiiklemeler altindaki davranislarinin
analizini icermekte olan miihendislik problemleri
literatlirde oldukg¢a 6nemli bir yer tutmaktadir. Dong
ve Etitum[1-2] son yillardaki ¢aligmalarini kapsayan
ve fiber kompozit silindirlerin burkulma probleminin
analitik ve sayisal c¢oziimlemelerin  verildigi
calismalari, degisik yiiklemeler altindaki burkulma

analizini ve sonuglarini kisaca agiklamaktadir. Dong
ve Etitum[1], genel yiikleme durumu(dis basing,
eksenel basma ve burulma) i¢in elde ettikleri analitik
ifadeleri kullanarak ayri ayr1 burulma ve eksenel
basma altindaki fiber kompozit silindirik tiip
cubuklara ait sayisal sonuglari vererek agiklamiglardir.
Ayni yazarlara ait, konuyla ilgili diger ¢alismalar[3-8]
literatiir icinde ayrica verilmektedir. Giinlimiizde,
silindirik kabuklarin burkulma problemine ait oldukga
¢ok caligma bulunmaktadir. Yapilan calismalardan
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bazilar1 Tennyson [9], Lou ve Yaniv [10],
Rezaeepazhand ve Simitses [11], Lee, Hwang, Park
ve Han [12], Lee, Hwang, Park ve Han [13], Chun ve
Dong [14], Kim ve Voyiadjis [15], Frostig ve
Simitses [16], Han vd. [17], Paimushin ve arkadaslari
[18], Combescure ve Gusic [19], Piening vd.[20],
Spagnoli vd. [21], Chryssanthopoulos ve arkadaslari
[22] ve Bisagni [23]’ye aittir. Bu ¢aligmada, Dong ve
Etitum’un [1-2] burkulma probleminin analitik formii-
lasyon ve ¢oziimii i¢in gerekli olan denge denklemle-
rinin 6zdeger problemi olarak tanimlanarak ¢ikarilma
asamalar1 detaylariyla acgiklanmaktadir [24]. Bu
cikarimlarin yaninda, Klasik Plak/Kabuk teorisinde
Yxr V€ Yxp birim kayma deformasyonlari-nm, Q.

ve Qg kesme net kuvvetleriyle birlikte sifir alinmasi
durumu da incelenerek ayrica verilmektedir.

2. KOMPOZIT SIiLINDIRLERIN KABUK
TEORILERINE GORE BURKULMA
FORMULASYONLARI

2.1. D1s Basin¢ Eksenel Basma ve Burulma
Yiiklemeleri Altinda Kompozit Tiiplerin
Matris Formunda Denge Denklemleri

Bu c¢alisma, Dong ve Etitum’un, [1] numarali kaynak-
¢ada vermekte olduklar1 fiber kompozit silindirlerin
degisik yiiklemeler altinda burkulma davraniglarinin
incelenmesiyle elde edilen denge denklemlerinin,
birim deformasyon dagilimlar1 cinsinden matris for-
munda ¢ikarimlarinin elde edilis asamalarini vermek-
tedir. Asagida agiklayacagimiz ¢alisma basamaklarin-
dan da goriilecegi lizere, yiizeysel dis basing ve ekse-
nel basing ile burulma yiiklemeleri altindaki fiber
kompozit silindirin tiip seklinde oldugu dikkate alina-
rak (Sekil 1) cidar kalinliginin ince veya kalin olmasi-

M, ! Eksenel Basing Yiki

Ny @ Burulma Yikd

Mg o Dig Basiog Tiki

Fiber Kompozit Silindir (a)

_ Tabakaiti

azorta merkeze yangap
uzunlugu
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na gore, iki plak/kabuk teorisinin kabiilleri ayr1 ayri
kullanilmistir. Bunlar Klasik Plak Teorisi (KPT) ve
Birinci Mertebeden Kayma Deformasyon Teorisidir
(BMKDT). Dong ve Etitum’un [1] ¢aligmalarinda, tiip
kalinligt H ve silindirin orta merkez ekseninden tiip
kalinliginin orta koordinat egrisine kadar olan uzun-
luk a ile gosterilerek, ince ve kalin kabuklu silindirik
yapilar H/a=0.01ve H/a=0.1 oranlarina gore

tanimlamiglardir.

Klasik plak/kabuk Teorisinin (KT) en 6nemli kabiil-
leri sirastyla, yanal normallerin deformasyondan once
ve sonra yine yanal ylizeylere dik kalmasi ve
uzamamasi olarak agiklanabilir. Birinci Mertebeden
Kayma Deformasyon Teorisinde (BMKDT) ise, yanal
yiizlerdeki normaller, deformasyondan sonra ek bir
ac1 ile egilirler. Bu egilmenin biiyiikligii, yanal
yiizeylerde olusan kayma gerilmelerinin olusturduklart
Yxr V€ Yxp birim kayma deformasyonlarinin biiytkligi

ile orantili olmasi1 durumuyla agitklanmaktadir [25].

Yukarida belirtilen ¢alisma basamaklarinda goriildigii
gibi, kalin kabuklu silindirlerde birim yiizeylere etki-
yen net yanal kayma kuvvetleri olan Q,, ve Qg ’nin
dikkate alinmasiyla, BMKD teorisine gore sifir olma-
yan birim kaymalar, v, ve y,g denge denklemlerin-
de goriilmeye devam edecektir. KT ye gore elde edil-
mis olan yeni formdaki yerdegisimler cinsinden denge
denklemlerinde, y,,ve y.g birim kayma deformas-
yonlar1 sifir kabul edilerek isleme konsalar bile,
silindirin birim kenar uzunlugu tiizerinde olusacak
olan net kesme kuvvet degerleri Qy, ve Qg sifir ol-
mayan ¢ok kiiciik degerleri ile birlikte kullanilmakta-
dirlar [25]. Boylece, plak/kabuklarin deformasyonlari
sirasinda elde edilecek olan toplam potansiyel enerji

Tabaha#t2

- Tabakattn

(b)

Sekil 1. a. Yiizeysel basing, eksenel basma yiikii ve aym1 zamanda burulma yiiklemeleri
altindaki silindirik tiip ve c¢ok katli fiber kompozit silindirik tiipin yanal kesitinin {stten
goriiniisii b. Simetrik olarak deforme olmasi beklenen yaklasik sekli
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ifadelerinde, bu kuvvetlerin olmamasimdan kaynak-
lanan toplam potansiyel enerjideki deger kayiplarinin
giderilecegi diisiiniilerek ¢6ziim elde edilmeye calisil-
maktadir. Fakat bununla beraber, yerdegistirme taban-
It olarak sonlu elemanlar yontemiyle ¢éziimlemeler
yapildig takdirde yanal kaymalara karsilik gelen bu
ek deformasyonlar ifade edilememektedirler.

Bu calismada, KT’ye ait denge denklemlerinde
goriilmekte olan Q,, ve Qg yanal kesme kuvvetle-

rinin sifir alinmasi ile sikistirilmis formdaki ifadeler
de ¢ikarilarak incelenmistir.

Silindirin burkulma problemine ait baslangi¢c gerilme
dagilimlarinin da dikkate alindigr ve deformasyona
ugramis silindirik kabuk elemana (Sekil 2) ait genel
denge denklem ifadeleri, asagidaki gibidir [26,27].

aNx,X +Nex’e —p(u’ee —aw’x)—aPu,xx —ZTU,XG =0
(1a)

2
aNe,e +a NXG,X + Me,e + aMXe’X —pa(V,ee + W’e)

- asz7XX - 2aT(V’X9 W )= 0
(1b)
2
Mg g +a(Myg + Mgy ) (g +a°My «x —aNg

—pa(au’X -V +w,99) (Ic)

- asz,Xx + 2aT<v’X - w’xe): 0

Fliigge teorisine gore, kabuk eleman iizerinde secilen
koordinat sistemindeki pozitif yonler, Dong ve
Etitum’un [1-2] ve bu calismada kullanilan pozitif
sistemin ters yoOniinde segilerek kullanilmistir.
Ifadelerde, Denklem(1-a,b,c) de baslangi¢ yiikleme
degerlerinin sirastyla dis basing, eksenel basing yiikil

ve burulma momenti olarak Ngg = —pa, aNgx =—-aP,

Nxg=T esitlikleri dikkate almmuistir. Kayma

deformasyonu iceren silindirik kabuklar i¢cin denge
denklemleri;

tabaka (n)

tabaka (n-1}

tabaka (1}

Sekil 2. Silindirik ¢ok katli fiber kompozit kabuk
eleman ve dig yiiklemeler altinda kesit yilizeylerde
olusan gerilme dagilimlar
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aNx’x + Nxe,e — aNxx u,xx — 2Nx9 u’xe

— (1 (2)
— Noo —U gp -f-W,X =0
a

aNygx + Nggo +Qp — aﬁxxv,xx
_ | — (3)
—2Nxo (V,xe - W )—;NOG (V,ee - W,e)= 0

aQX,X +Qe,e —Nee +aNXXW,XX +2NX9(V,X +W,X9)

— 1 1
—Nee[u,x —;V’e —;W,eej =0

4
aMyx x TMygg—aQx =0 ®)
aMyp,x +Meg,p —aQg =0 (6)
seklinde yazilabilir. Denklem(5) ve (6) dan

goriilecegi iizere, Qy (=Qyxr) ve Qg (=Qyg) yanal
kesme kuvvetlerinin sifir alinmasi ile, moment
ifadelerinin x ekseni ve € dogrultularinda olusacak
degisimleri  sirasiyla My :—(l/a) Mypo Ve
Myo.x =—(1/a) Mgg o ifadelerinde agik olarak gdrii-

lecektir. Bu nedenle, ara yiizeylerde egilmeden
dolay1 olusacak olan kayma kuvvet degisimleri,
kabuk elemanin komsu kenarlar1 boyunca ters yonde
esitlenerek  kesme  kuvvetlerinin  olusumunu
engelleyecektir. Sekil 3’de  silindirin koordinat
sistemine yerlestirilmis durumu goriilmektedir.
Yukarida verilen denge denklemlerinde yerdegisim
fonksiyonlart  u=u(x,r,0), v =v(x,r,0) ve
w=w(x,r,0) x, r ve 0 koordinat parametreleri

cinsinden  tanimlanmaktadirlar.  Ana  denklem
tanimlamalar1 silindirik koordinatlara gére (r,,x)
verilmistir. Silindirik kabuk teorisi notasyonuna
uymast amaciyla x-koordinat degiskeni z ekseni
yerine kullanilmisgtir. Problemin tanimlanmasi, ii¢
yerdegistirme u;(r,0,x) ayrica alti gerilme o(r,0,x)

ve gerinme &;;(r, 0,x) bilesenlerinden olusmaktadir.

Sekil 3. Silindir kabuk yap1 ve formiilasyonda
uygulanan ( x,r,0 ) koordinat sistemi
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Bu degiskenler referans alinan denge konumuna gore
kiiciik adimli deformasyon durumunu agiklamak i¢in
tanimlanmiglardir. Degiskenlerin bilesenleri asagidaki
vektorlerle verilmistir:

E:[ur ueux]T (7a)
c= [Grr G090 Oxx O0x Orx Or0 ]T (7b)
g= [grr €00 €xx YOx Trx Yre] (7¢)
€x0 Ax
—(k —(k
| Q™ {ego 1-20" 1o (7d)
Yx60 2%x0
Txr = [1(1) 9(x,0)
(7e)
Tor = [ (1) y(X,6)
. 611 612 613
2( = Q21 Qp Qp3 )
Q31 Q32 Q33
Burada, (_)(k), k 'inct laminaya ait rijitlik matrisi,

o(x,0) ve y(x,0) x,0 koordinatlarina baglt bilin-
meyen fonksiyonlar, fj(r), f,(r) kabuk tabakalarinin
kalmhgr dogrultusunda t,, ve tg, tegetsel gerilme-
lerin degisim kuralin1 karakterize eden fonksiyonlar,
€40-€gp Kkabugun orta diizlemindeki herhangibir
noktasinin x ve 0 dogrultularinda deformasyon bile-
senleri, e,¢ ise oxy diizleminde kayma deformasyo-

nudur. v, .y egrilik yaricaplarinin degisimle-

rx g
ridir. a(k) azaltilmis rijitlik matrisinin elemanlar1 Ek-I
ile verilmektedir.

Love tipi kabuk/plak teorisine gore deformasyon
bilesenleri ile yerdegistirme bilesenleri arasindaki
bagmti1 asagidaki sekildedir:

ou 1( ov ov 1( ou
L ey RV T i ey (9a)

15) ¢
_ b ) Po , %
o T 00 = ( 00 )"~ "ox "\a) o0
(9b)
Oow 1(ow
Yxr =g+ﬁx Vo = —(%—V)Jrﬂa (%0)

Cok kathh kabuklar icin i¢ kuvvet ve moment
bilesenleri asagidaki ifadelerden bulunmaktadir:

h/2 h/2 h/2
Ny = chdr,N(): IGedr,NX9= jtxgdr,
) b2 h/2
h/2
Nox = [toxdr (10a)
—h/2
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h/2 h/2
Q= [rxrdr, Qo= [7ordr (10b)
“h/2 b2
h/2 h/2 h/2
My = jcx rdr, Mg= Ice rdr, Myg = che rdr,
—h/2 —h/2 —h/2
h/2
Mgy = erx rdr (10c)
“h/2
Burada, N,,Ng,N,g,Ngx i¢ tanjant kuvvetleri,

Qy, Qg kesme kuvvetleri (Ek-II), M, ,Mqg egilme ve
M g, M gy burulma momentleridir.(9) bagmtilari (7a)-(7¢)

ifadelerinde yerine yazilip, elde edilen ifadeler (10)
ifadelerinde yerine konuldugunda integrasyondan sonra,
kuvvet ve moment bilesenleri igin su ifadeler elde edilir:

Nxx | |A11 A1z Aie Bi1 Biz Ber || exx
Noo | [A12 A2 A6 Bi2 By Bag || ggq

Nxo | |Ale A26 As6 Bie Bae Bes v (11)
= x0

Mxx| | Bl B2 B Dii Di2 Dig ||

Mge | |Bi2 Bz Bae Di2 D22 Daglf, o

Mxo] [Bie B26 Bes Di6 D6 Deo]|, o

Fiber kompozit silindire ait biinye denkleminin sol

tarafindaki kuvvet ve moment vektorii [MM ]T,

kabuk yapmnin birim uzunluktaki kenar1 boyunca
uygulanmakta olan net kuvvet ve moment vektor
komponentlerini, sag taraftaki birim deformasyon

vektori ise [§ E]Ts1ras1yla diizlemsel ve egilmeye

karsilik gelen egrilik yarigcaplarmin birim deformas-
yon komponentlerini igermektedir. Elastisite veya K

A B
rijitlik matrisi ise {E ;} 3x3 biiyiikliigiinde olup
2x2

ii¢ alt matristen olusmaktadir(Denklem(11)). Burada,
"""" B etkile§imli diizlemsel-

ifade etmektedlr(Ek—II). Tanimlanmakta olan rijitlik
matrisi sayesinde ¢ok kath fiber kompozit tipiin (H)

kalinligs, §(k) azaltilmis rijitlik matrislerinin hesap-

lanmast sirasinda belirlenmektedir. Fiber kompozit
silindirin esdeger elastik sabitler matrisinin kompo-
nentlerinin hesaplanmasi,

R
(A, By, D)= | [Q (rr)dr | (,j=126)
k=1 { t)_;
denklemi ile elde edilmektedir. Ek (II-3) igerisinde
verilmekte olan integralin sinir1 “h” ile belirtilerek,
kompozit tlipiin cidar kalinlig1 {izerinden esdeger
malzeme sabitleri matrisi elde edilmistir. I¢i bosaltil-
mis silindir, m tabakali ve her tabakasi degisik
kalmlik ve fiber acili dizilise sahip oldugundan,
toplam tiip kalinligi olan H degeri “k’mc1” alt
tabakanin ayri ayri kalinliklarinin bu integralde
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azaltilmis katilik matris terimleriyleaij carpilarak
toplanmas:t sonucunda elde edilen (Aij sBij»Dij)

genel formiilii icerisinde yer almaktadir.

Birim deformasyonlara kars1 yerdegisimi ifadelerinin
(92)-(9¢), birim deformasyon vektoriinde yerlerine
yerlestirilmesi ve K rijitlik matrisi ile garpilmasindan
sonra, denge denklemlerindeki tirevli ifadeler
Denklem(2-6) igerisinde yerlerine sirastyla yerlestiril-
mislerdir. BMSDT kabiillerine goére Q, ve Qg yanal

kesme kuvvetleri, gama [k , j=4,5 k=45 degeri

ile elastik malzeme sabitlerine kg4, kss ve kys

sabit katsayilara bagli olarak kayma gerilmeleri
diizeltme faktorleri cinsinden verilmistir[1](Ek-II).
Boylece BMSDT i¢in bes denge denklemi
(Denklem(13-a,b,c,d,e)), KT igin ise 1ii¢ denge
denklemi Denklem(15-a,b,c) elde edilmislerdir. iki
teoriye gore elde edilen bu denge denklemlerini, son
olarak sikistirilmis formlarda yazabilmek i¢in Ly ve

L. diferansiyel operatorleri kullanilmistir. Calisma

sirasinda  kullanilmis  olan  biitlin  diferansiyel
operatorler Ek-IIT ve Ek-1V ile verilmektedir.

2.2. Birinci Mertebeden Kayma Deformasyon
Teorisine Gore Matris Formundaki Burkulma
Denge Denklemleri

Ik olarak BMSDT icin asagida, ¢ikarilan denge
denklemleri anizotrop malzeme igin ve sikigtirilmisg
formlarda yukarida agiklanan basamaklar izlenerek
sirastyla verilmistir.

2A Age
16 66

Ox T U 0o T A6V xx
a

A +A A A
+ 12 66 V gy + 26 Vo + 12 w
a ’ a’ a

X

A

Bis
+ P W,6+Blle,xx+ a Bx,ex
a

Bgg
Bx x0T Bx 00 +B16BS XX
a

B12 B6 Byg
—=Boox T—Boxo +—ﬁeee
a

=Nxx —+Nxo —
XX T4 8}(2 x0 a 0xo0 a2 562

= {Nxx [Lsgl ]+ Nxe [Lsg2 ]

+Noo ([Lsg3—l 1 ]+ [Lsg3—13 D} {us

— %u — 20 — (1@211 1an
+Noo| ——+—
a Ox

(12a)
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Ags + A1 A
A16u,xx + a upgx + 5 1,00 +A66V,xx
a
2A A r 1
+ 26Vex+ 22vee—ﬁV+A26—w
5 a2 a

22
1 1 1

Tlas —Wx +Tas W+ A2 — W o+ BreBxx
a a

B¢ +B
4 266 12

1
Bx,o0 + a5 —PBx
a a

1
Bxox +Bas —
a

2 1 1
*BooBoxx +Bas —Boox + B2 —5Boeo +T4s —Po
a

< v < [20% 20w
= Nxx + Nx0 —
ox 2 a ox00 a ox
— (10> 1 ow
+Ngo| —————2

= {Nxx [Lsgl ]+ Nxo ([Lsg2711 ]_ [Lsg2—32 ])
+ Noo ([Lsg373l ]— [Lsg3732 ])} {ug

A
26 u’ej

Ay +T A
+l|:(A26+F45)VX+ 22 44Ve:|+ 22W
a 5 >

a az

(12b)

1
—(Alzu,x +
a

2l4s F44
x9 =5 W 00
a

+(T_F55jﬁx,x+_[7_r45 Bx.o

By 1(B,
+(——F45jﬁe,x + (——F44jﬁee

a a a

— — 2 2
=NXXW,XX+NXB(;V +— W,Xej—
— 1 1
Nee(—u,x— 7 V.0~ W00 J

a

= {Nxx [Lsg1]+ Nxe([Lsgz 32] [ sg2733])

+Noo ([Lsg373l]_[Lsg3f32] [ Lg3-33 }{us}

- FSSW,XX -

(12¢)

Bes

Bie
5> Y00 T BV xx

2
Bllu,xx + a U ox +

B, +B B T B
+ 12 66 V,xe + 226 V,GG + 45 v+ 12 W,x
a a a

B26 F45
“Tssw x +—-W g ——=W o + D11y xx
a
2Dy¢ D
+ Bx,ex + P ﬁx,ee
a

_FSSﬁx + D16B6,XX

Dip +Dgg Dy
+——Poxo +—5 Po,oo
a

—TysBe =0
(12d)
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Bip +Bes Bas
. X0 T =51 09 T BegV xx
a

2B B r B
+—26Vex+iVee +iV+ i—l"“ W 5
a , 2l a a ,

Bl6u,xx +

1By Dy +Dgg
+;[ " _r44jw,9+D16Bx,xx+TBx,6x

D26 2D26

+ B BX,GQ_F4SBX+D66BG,XX +
a

Bo,ox

D
+ azzz Booo —T4aPo =0
(12¢)
(Lo )+ Lgp )+ Lz )+ (L )+ (Lgs)
= Nxx [Lsg1]+ N xo [Lsg2]+ N o0 ([Lsg3—11 ]+ [Lsg3—l3 ])

(13a)
Lgo1 + Lo + Loz + Lgoa + Lgos
=N L Moo (Lot - [l ) (13b)
+Noo (Lgsss - Ligsn )
Lgsp +Lg3p + Lg33 + Lz +Lss
= N [Lsgl ]ﬁL N xo ([Lsg 2-32 ]ﬁL [Lsg 2-33 D (13¢)
+Noo (Logsan ]-[Ligsn - [Logsss )
Lgag +Lgay +Lgg3 + Lgag +Lgys =0 (13d)
Lgs; +Lgsy +Lgs3 +Lgsq +Lgss =0 (13e)

Ug farkli dis yiikleme altindaki silindirik tiip kabuk
elemanin denge denklemleri, yukaridaki bes ifadede
(13-a,b,c,d,e) diferansiyel operatdrlerin kullanilmasry-
la, sikistirillmis matris formunda asagidaki Denklem
(131) seklinde elde edilmistir:

Lolduy b= (N Lo ]+ Nxo [Logs]

+ﬁ99 [Lsg3]) {us}

(136)

2.3. Klasik Teoriye Gore Matris Formundaki
Burkulma Denge Denklemleri

Klasik Teori(KT)’ye ait denge denklemleri ve karsilik
gelen sikistirilmis formu asagida Denklem(14-a,b,c)
ve (15-a,b,c,d)’de elde edilerek gosterilmistir.

Ajg Ags Big
Allu’xx+ a U ox + P U,pg + A16 + a Vs xx
a

1 B, +B
+—{A12 +Agp + —2—0C i|V’x9
a a

1 B
+—[A26 +—26
al

1 A
:|V,ee+—|:A12W,X+—26 W,e:|
a a

2

3B16 B12 +2B66
_BIIW»xxx_ a Woxx0~ W, 00x
a

B
——3"W,000
a

- 2= - 1 1
= Nxxu,xx +;Nx9u,xe + Noo (—211’69 +;W,X]
a

= {ﬁxchgl +ﬁX9ch2

+ N oo (ch3711 +Leg3-3 )} fue}
(14a)
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,0x

B 1 B, +B
|:A16 +—16 :|u XX +—|:A12 +A66 +—12 66 :|ll
a ’ a a

[ B 2Bg D
+—2 A26 +—26 :|u,ee +|:A66 + 66 +—626 :|V XX
a“ L a a a
2 2B26 D26
+—|:A26 + + 5 0x
a a a

By Di6
t—|Ant W —|Bis + W xxx
a a

a
1 D12 +2D66
_;|:B12 +2Bg6 T Mo

3 Dy 1 Dy,
__2|:B26 +_:|W,99x ——3{322 + === \W 060
a a a a
= NxxV xx +;NXG(V,X9 _W,x)+_2N99(V,90 _W,S)
a

= {Nxchgl + Nx@ (ch2—11 - ch2—23 )
+ ﬁee (ch3—11 + ch3—23 )} {uc}
(14b)

A
l|:A121,l’x +
a

6
u,6:| - Bllu,xxx - Tu,exx

B12 +2B66 B26 1 B
T %5 Uxe0 — = U000 +— A26 +
2 33 a

a

1 By Dyg
t— {Azz +—}V,e —{Bm +— |V xxx
a a a

1 D12 +2D66
_;|:B12 +2Bg6 L AU

3 D¢ 1 Dy,
- {st +_:|V,90x ——3{}322 +—"= |V 000
a a a a

A 2 2B B
+—22W—— B12Wxx+ 26WX9+—22W99
az a s a , az )
+D11W,xxxx + a W x0xx + P W 00xx
a

4D 56 Dy
T We0ex T4 W,0000
a a

= - 2 2
=Nux W xx + Nxo(=W 9 +—V x)
a a
— 1 1 1
—Neg|—u, ——Vvg——Ww
[a ,X az ,6 az ,69]
= {ﬁxchgl + Nxe(chzfn +ch2723)
—Noo (ch3713 —Leg3-23 —Legaa3 )} e}
(14c)

Lo + Loz +Lens
= NuxxLegy + NxoLgr + Noo (ch3—ll + ch3—3l)

(152)
Leop +Lep +Lens

= Nxchgl + Nxo (ch2711 - ch2—23)

+ Noo (ch3711 + ch3723)

(15b)
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Lear +Lesp +Lea3

5 vl 15¢
:Nxchgl+NX9(ch2—ll+ch2—23) ( )

- Noo (ch3—13 —Leg3-23 —Legsos3 )

Dis basing, eksenel basma ve burulma yiiklemeleri
altindaki kompozit silindirik tiibiin kabuk elemanina
ait genel haldeki matris formunda elde edilen denge
denklemlerinin sikistirilmig ifadesi Denklem (15d) ile
asagida verilmektedir:

[Lc] {uc}: (ﬁxx [chl]+ ﬁxe [LCgZ]

< (15d)
+ Noo [ch3]){uc}

Birlesik yiikleme altinda, Dong ve Etitum’un [1-2]
caligmalarina ek olarak bu ¢alismada (Sivri[9]),
Klasik Teori (KT) kabiilleri altinda y,, ve yyqg birim
kayma deformasyonlarinin, Q,,ve Qg yanal net

kuvvetlerle birlikte sifir alinmasi  durumunda,
asagidaki ifadeler elde edilerek gosterilmistir:

2A16 A Bies
Allu,xx + U ox + > U 00 + A16 + V xx
a a a

1 B, +B
+—|:A12 +A66 +—12 66 :|V x0
a a ’

1 B 1 A
+—|:A26 +—26 :|V 00 +—|:A12W x +—26 w 6:|
a? a | a ’ a

- Bllw,xxx - W xx0 ~ > W 00x
a
Bas
T3 W 000

= 2= = 1 1
= Nxxu,XX +—Nxeu,x9 +Nee(—2 u gg +—w,xj
a a a
= Nxchgl +NXBLCg2

+Nog (chz—u +Lg3-31 )} fuc}
(16a)

A +Ags u A

x0T
X a2
B 2 B
+(A66 + 66 ]V,XX +_(A26 + 26 ]V,ex
a a
B A
-i-L A22+ 22jV96 +1(A26WX+£W ej
al a ) a ’ a
1
—“BieW xux _;(21366 + B2 W xxo

1 B,
——(Bas +2Bo6 W gox ——=-W 000
a a

Aléu,xx + U 00

_ 2 — 1 —
:NXXv,xx +;NX6(V,X6_W,X)+ ZNGG(V,GG_W,G)
a

= Nxchgl +NX9(ch2—11 _ch2—23)

+Noo (chs—n +Leg3-23 )} {uc}
(16b)
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l(Alzu’x +
a

A 1 Bos
11)9}+;(A26 + . vV x

1 B B
+— A22+ = Vo~ lzwxx
a? a )’ a

+—2(A22W _2826w,x6)__3w,96
a a

— - 2 2
:NXXW’Xx +NX9(;W’x9 +;V,X) (160)

Nee(lu ! v ! w J

- THXx T T, V0T T 5 W00

a ” a’ a’

= NX’(chl +Nxo (ch2711 +ch2—23)

~Noo (ch3—13 —Leg3—23 ~Leg3-33 )} lue}

Lenp +Lez +Lers

= Nxchgl + NX9L0g2 + Noo (chS—ll + ch3—31)

(17a)
Leog +Leas +Leos
= NixLogt + Nxo(Legair —Legaons) (17b)
+ Noo (ch3711 +Leg3o3 )
Le3a +Less +Lesg

(17¢)

=NxxLeg) + Nx0(Lega11 +Lega-23)

—Noo (ch3713 —Legz23 - ch3733)

Boylece Denklem (17-a,b,c) KT icin basitlestirilmis
yiiklemeye karsilik gelen ii¢ ifadedir. Bu {i¢ denklem,
yukarida Denklem (15d) ile verilen sikistirilmisg
matris formiilasyonunun 6zel bir formudur.

3.BURKULMA ANALIZi iCiN OZDEGER
PROBLEM TANIMLAMALARI

Eksenel basimng ve burulma yiiklemeleri altindaki
kompozit ve i¢i bosaltilmis gubuga ait burkulma mod
sekilleri, denge denklemlerinin AF(6,x)=K U(6,x)

formunda, kritik gerilmenin baslangic gerilme (bg)
degerine boliinme oranini tanimlamakta olan, gama
A degeri cinsinden ifadesi ile verilmektedir [1,2].

A = Oygitik:bg /Obg (18)
Burkulma mod sekillerini temsilen, KT ig¢in
u=u(x,r,0), v=v(xr0) ve w=w(x,r1,0)
diizlemsel  yerdegistirme periodik  fonksiyonlari,

BMSDT i¢in ise sirastyla u =u(x,r,0), v=v(x,r,0),
w = w(x,1,0) diizlemsel ve By (x,1,0), Bg(x,1,0) x
ve 0-yonlii donmelere karsilik gelen acisal dénme
periodik fonksiyonlar1 kullanilmaktadir. Secilen bu
periodik fonksiyonlar, karmasik sayilar diizlemi
igerisinde tamimlanan U(0,x)=U,, exp{ i(kx +n0) }
formundaki seri agilmlardir. Burada U, silindirin

kalinlig1 boyunca belirlenen noktalarda ifade edilen
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yerdegisimi vektoriidiir. k ve n silindirin L -eksenel
ve 0 -¢cevrimsel yonlerinde olusacak olan dalga boy-
larinin numaralar1 olup, k =nn/L esitligi ile beraber
kullanilmaktadirlar. n =1degeri kritik burkulma ge-
rilmelerine karsilik gelmektedir. Denklemlerde goriil-
mekte olan K, rijitlik matrisi olup simetri 6zelligi

vardir. Ayrica 5* = ET seklinde tanimlanan (E : karma-

sik konjugate matris) ve g* =K esitliginin saglandig1
durumlarda, K simetrik matrisinden elde edilecek

olan ozdegerler reel sayi olarak bulunacaktir. Bu
nedenlerle yukarida verilen seri agilimlar karmasik
sayilardan olusturulmaktadir [11].

Cubuk yiiklendikten sonra ¢ubukta olusacak burkulma
mod sekilleri ve ayni1 zamanda sinir sartlarinin, tekrar-
lanan veya digerbir ifadeyle periodik fonksiyonlar
cinsinden x-eksenel ve O -cevrimsel yonlerindeki
ifadeleri literatiirde goriilmektedir [1,2]. Bu asamada
KT ve BMSDT’ye gore kabul edilen yerdegisimi

fonksiyonlart asagida Denklem (19) ifadesi ile
aciklanmaktadirlar:
(U
fud=| v eilkx+n0)
| W
U
\%
fuol=| W e{i(kx+n6)}:{Uso}e{i(kx+n6)} (19)
BX
| Be

3.1. i¢i Bosaltilms Silindirik Cubuklarin Burkul-
ma Probleminin Analizinde Klasik Teoriye
Gore Ozdeger Probleminin Tamimlanmasi

Klasik Teori (KT) ve Birinci Mertebeden Kayma
Deformasyon (BMKDT) teorilerine gore yukaridaki
boliimlerde agiklanan matris formunda sikistirilmig
denge denklemlerini kullanarak, c¢ok katli fiber
kompozit ¢ubuklarin burkulma probleminin ¢6ziimii-
nii verecek olan Ozdeger problemi tanimlamalari
yapilabilmektedir [27-29]. Bu nedenle Denklem (19)
ile her iki teori i¢in verilmekte olan yaklasik seri
coziimler KT i¢in sirasiyla Denklem (15a), Denklem
(15b) ve Denklem (15¢)’de ve daha sonra BMKDT
icin ise Denklem (13-a,b,c,d,e) icerisinde yerdegisim
vektor komponentleri olarak tiirevleriyle yerlerine
konurlar [24]. iki teoriye gére ilgili yerdegisim fonk-
siyonlart cinsinden denge denklemleri ve karsilikll
olarak k. ve kg rijitlik matris komponentleri kulla-
nilarak sikigtirtlmis matris formunda yeni ifadeler
gorilmiistiir (Ek-II1, Ek-IV). Bu ifadelerin ¢ikarilislar:
sirastyla once denge denklemleri daha sonra da rijitlik
komponenleri ile ifade edilerek asagida arka arkaya
verilmiglerdir [24]:
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Silindirik yapinin kenarlart boyunca, bir birim
uzunlugundaki bir elemana etkiyen kuvvet/moment
bilesenleri biinye denkleminin (Denklem (11))
kuvvet/moment komponentleri, fiber kompozit yapiy1
tanimlamakta olan A, B, D rijitlik alt matris
komponentleri yerine yazilmasiyla ve Denklem
(19)’un {ii¢ serbestlik mertebesindeki yerdegisimleri,
fonksiyonel olarak tiirevleri ile uygulandiginda
asagidaki Denklem (20a) bulunur. Daha sonra, Ek-III
icerinde verilmekte olan lLsgIJ grubu igerisindeki
operatdrler kullanilarak Denklem (22b) esitligi goriiliir.

A1]k2 +2A16kH+A66HZ+A16k2
+(A12 +A66)kH+A26HZ
+l|:B16k2 +(B66 +B26)kH+B2652
a
. —l(A12k+A263)—B11k3—3B16k23
+1 a
—(B12 +2B66)kﬁ 2—B26H3

— - — (=2
=Nxxk2+2Nxekn+Nee[n —likj
a
(20a)
Ko + kerra + ik = Nxxkcglr +NX@kchr

+ ﬁee (k cg3r-11 — ik cg3i-31 )
(20b)

Yukaridaki ifadelerin ¢ikarimlar1 sirasinda, karmasik

sayilar cinsinden yapilan islemlerde i2=-1 degeri
almmigtir. n tam sayist ile silindirin g¢evrimsel
yoniindeki dalga boyu numarasi belirtilmistir. Cika-
rimlarda, ndegeri, silindirin orta ekseninden kabuk
kalinliginin ortasina uzanan yarigap uzunlugu olan
a degerine boliinmesiyle elde edilen normalize edil-

mis H:n/a ifadesi ile kullanilmaktadir. Yukarida

belirtilen islem basamaklar1 kullanildiginda asagidaki
Denklem (21-a,b) ve Denklem (22-a,b) elde edilmistir.

Apgk? + (A1 +Agg ) kn+Aygn 2
1 - -
+—(B16k2 + (B12 +B66 )kl’l +B26l’1 2)
a
+Agek? +2A kn+A,n 2

+£(B66k2+2B26kH+B2252)
a
+ L Dk + 2D ygkn + Dy 2
— WPeeX ™ +2lsekn+Dypn
a

—aiz(Bz(,ik + Bzziﬁ)

—%(Azéik + Azle)

—B16k3i - (B12i+ 2866i)k2;—3B26ikH 2 BzziH 3

—l[D16k3i+ (D i+ 2Dggi)k>n + D ygikn 2+ D22153]
a

Nk + Neo (K 412K | Ngo(n 2+i )
a a a

(21a)
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koot +kerop +ikging

= EXX k(:glr—ll + ﬁxe (kchr—ZS +ik cg2i-23 ) (21b)

+ Noo (Keg3r-11 + 1K ¢g3i-23)

—éi[A12k+A26H]— Bk’ —3Byg ik%n

(B +2Bgg ) ikn 2~ Bogin® —é[A26k+Azzﬁ]i
7%[B26k+B22H]i7B16k3i7(B12 +2Bgg ) ik%n
_3B,gikn- —Boyin’

—li[D16k3 + (D12 + 2D66 ) k25+ 3D26 kﬁ 2+ Dzzﬁ 3]

A22 Z[Blzk +2B26kn+B22n ] Dllk —4D16k3

—(2D12 +4D66)k 1’1 —4D26k1'1 —D22n
= Nxxk? 7ﬁxe(*2kﬁ+%ik)+ﬁee(likfli57izﬁ 2)
a a a
(22a)

—keizo —kerss
= NuxKegiro11 + Nx6(Kegoro11 —iKeg2i-23)

-k ci3l
(22b)

+ Noo (ik cg3i-31 — K cg3i-23 + Keg3rn )

3.2. i¢i Bosaltilmus Silindirik Cubuklarin
Burkulma Probleminin Analizinde Birinci
Mertebeden Kayma Deformasyon Teorisine
Gore Ozdeger Probleminin Tanimlanmasi

BMSDT igin 6zdeger problemini ifade eden bes grup
esitlik Denklem (23b), Denklem (24b), Denklem (25b),
Denklem (26b) ve Denklem (27b) ile asagida sirastyla
verilmektedir:

A”kz +2A16k1'_1+ A66EZ+ A]6k2 +(A12 +A66)kH

~2 A12 ik —

+A26Il 1I1+B11k +B16kH+B16kl’l

+B661_12+ B16k2 +B12k1’1+B66kH+ BZGHZ
— = - = (=2
= Nxxk2 +Nx92kn+Nee(n —likj
a
(23a)
ksrll +ksr12 +ksil3 +ksr14 +ksr15
:Nxxksglr—ll JrNxekngr—ll (23b)

+Noo (ksg3r—11 - iksgSi—Sl)

A16k2 +(A66 +A12)kH+A26;2+ A66k2
+2A26kH+ A22H2+FL24

1 i —
_;[(AZG +Tys )ik + (Tyg +A22)1n]

+B16k2 +(B66 +B12)k5

1

— 1 — —
+B26n 2—F45 ;‘F B66k2 +B26 2kn+B22n 2—F44 ;

= N k? +ﬁxe[2kﬁ+gikj+ Nge[n 2+—1nj (24a)
a
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Koot + koo +kgoz +Kgog +Kgos
= Nxxksglr + Nxo (kngr—ll + iksg2i—23 )

+ Noeo (ksg3r +ik sg3i-23 )

(24b)

1 . )1 . =
;(Al2lk +A261n)+;[(A26 + F45)1k + (A22 +F44)1n]

Ay B,
+ —= 2 + F k2 + 2F45 kn + F44 Il + ( FSS jlk
a a

B - (B —
+[%—r45jin+[%—r4sjlk+(B 1"44J

= Nxk? + ﬁxe[zik - ZkHj - Nee[lik “Linsn j
a a a
(25a)
—kgiz1 —Kgizo —Kgr3z — Kgizg —Kkgizs
= ﬁxxksglr + Nxe (kngrfll - iksg21723 )

+ Noo (ik sg3i-31 — iksg3i723 + ksg3r)

(25b)

Bllkz+2B16kH+B6652+B16k2+(B12 +B66)kH
— r B B -
a a

+D11k2+2D16kH+D66HZ+F55 +D16k2

+(D12 +D66)kH+D2652+F45 =0
(26a)
(26b)

Kgrar +Kgran +Kgiaz +Kgrag +Kgras =0

B16k2 +(B12 +B66)kH+ B2652+ B66k2 +2B26kH

— B
+B22n2—ri—[i—l"45Jik (B——F44jln
a a a

+Dgk?+(Dyy +Dgg ) kn+Dygn 2+ Tys + Dggk?

+2D26k5+ D2252+F44 =0

(27a)
Kgrs1 +Kgrso —Kisz +kgrsq +kgs5 =0 (27b)
Rl[chl(k’n)]
[Kc(k’n)]{Uco}:A +R2[ch2(k,n)] {Uco} (28)
+R3[ch3(k’n)]
Rl[ngl(k’n)]
[Ks(k’n)]{Uso}:A +R2[ng2(k,n)] {Uso} (29)
+R3[ng3(k’n)]
[K o (k)= A K (kom) [ U o ) = {0} (30)
[ kom) = AK S kom) [{U o }= 10} (31)

4. SONUCLAR

Ozdeger problemi olarak ortaya ¢ikan matris ifadeleri-
nin ¢dziimleri, bize silindirlerin burkulma davranigini
gosterirken tasidiklar1 kritik gerilme ve genleme
degerlerini de verecektir. Elde edilen katsayr matris-
lerinin determinantlarinin sifira esitlenmesi ile elde
edilecek olan kokler veya 6zdegerler ve ayn1 zamanda
her 6zdeger i¢in elde edilecek yerdegisimi vektorii,
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ozvektorleri verecektir. Burkulma problemlerinde
cevrimsel yonde ilk mod olan n=1 degeri ile en
6nemli kritik kayma gerilmesi belirlenecektir.

Calismamizda, anizotropik fiber kompozit tiip silindi-
rin burulma, eksenel baski ve dis basing yiiklemeleri
altindaki durumu, KT ve BMKDT kabuk teorilerine
gore denge denklemleri ¢ikarilarak incelenmistir. Elde
edilen burkulma problemine ait silindirik kabuk denge
denklemi ifadelerinden de goriilecegi gibi, diger genel
silindirik kabuk formiilasyonlarindan farkli olarak
Nyp # Ngx ve Myg # Mgy esitsizlikleri goriilecektir.
Bu farklilk kalin cidarli silindirik elemanlarda
BMKDT ile kjj diizeltme faktorleri sayesinde diiz-

lemsel kuvvetlerin etkisinin gerilme dagilimlarina
eklenmesi ile tanimlanmaktadir. ince kabuklara ait
genel ifadelerde, birbirlerine komsu iki ylizeye ait
egrilik yarigaplarmin farklihig: (1/Ry #1/R, ) dikkate
alinmiyorken literatiirdeki caligmalarin bazilarinda
(Calcote[27]) bu  farkliik  dikkate  alindig:
goriilmektedir. Silindirin geometrik 6zelligi nedeniyle
ise burkulma probleminde, KT ve BMKDT’nin her
ikisinde de 1/R| =0 durumu s6z konusudur. Ayrica

elde edilen denge denklemleri, baslangi¢ yiiklemeleri-
nin Nxx, Ngo, N, etkisi altindaki deforme olmus

sekli [26-28] (Sekil 2) ile tanimlanmislardir. Sonug
ifadeler, seri agilimlar yardimiyla sikistirtlmis form-
larda ¢6zme hazir hale getirilmiglerdir.

Silindirik kabuk yapilarin cidar kalinliklarinin ince ve
kalin olmasima gore ortaya ¢ikacak sonug farkliliklari,
teoriler yardimiyla tanimlandig1 i¢in geometrik fak-
torlere gore en uygun olan model ¢alismada verilen
ilgili denklem grubu segilerek kullanilmalidir. Litera-
tirdeki caligmalarin sonuglarina bakildig1 zaman ana-
litik ve sayisal ¢oziimlemelerin, L/a,H/a geometrik

faktorlerin oranlarina, ayrica fiber dizilislerine bagh
olarak degistigi gortilmektedir. Caprazlama dizilmis
konfigiirasyonlarin kullanilmas: ve a ¢ap uzunlugu-
nun L c¢ubuk uzunluguna gore kiigiik olmayan deger-
lerlerde alinmasi durumlarinda, analitik ¢6ziimiin ola-
naksiz oldugu bilinmektedir. Bu nedenlerle, bu ¢alis-
mada c¢ikarillan 6zdeger problemi ifadelerinde geo-
metrik ve malzeme 6zelliklerinin degerleri bu gerceve
dahilinde secildigi takdirde analitik ¢6ztiim elde edile-
bilecektir. Sonlu elemanlar yontemiyle modelleme ya-
pildig1 zaman ise sinir sartlarinda ve geometrik faktor-
lerdeki sinirlamalar azalarak, daha kapsamli sonuglar
elde edilebilecektir. ileriki calismalarda, teorik ¢o-
ziimler ile sonlu elemanlar analizine ait sonug deger-
ler karsilagtirilmaya galigilacaktir.
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